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In diesem Lernbereich werden Exponentialfunktionen zur Basis e eingeflihrt sowie ihre
VerknUpfungen und Verkettungen mit Polynomunktionen. Diese Funktionen werden
abgeleitet und entsprechende Exponentialgleichungen werden geldst. Dieses Onlinematerial
gibt Hinweise zur Komplexitat der zu behandelnden Gleichungen, zu der Frage, was davon
hilfsmittelfrei beherrscht werden sollte und wie die Hilfsmittel zur Lésung eingesetzt werden.
Aulerdem wird der notwendige Umfang der Behandlung der naturlichen Logarithmusfunktion
erlautert. Schliellich wird eingegrenzt, was unter einfachen Fallen additiver und
multiplikativer Verknlpfung zu verstehen ist.

Exponentialgleichungen I6sen
Im eA sollten in folgenden Fallen Gleichungen auch hilfsmittelfrei geldst werden kénnen:

1) Nullstellenprobleme, wenn der Term bereits faktorisiert ist und ein Faktor der Term
einer Polynomfunktion hochstens vom Grad 2 ist oder sich durch Ausklammern der
Variablen eine solche Form herstellen lasst.

Beispiele: 0 =x2-e*+x-e* © 0= (x?+x)e* = x=0vx=-1
0=(x3-4x)e¥* ©0=x-x?—-4)e¥ > x=0Vx=—-2Vx=2

2) Gleichungen, die sich durch Term- und Aquivalenzumformungen einschlieRlich
Logarithmieren auflosen lassen. Dabei stehen hdchstens lineare Terme oder
ganzzahlige Potenzen von x im Exponenten und keine Variablen in der Basis.
Beispiele:

4=2-¢%"; g2 =g3¥ 4
Weitere Beispiele dazu finden sich im Onlinematerial zu den hilfsmittelfreien Fertigkeiten.
Zur Behandlung des naturlichen Logarithmus

1) Fur Gleichungen der Art: e* = 2 wird der ,Umkehroperator In zum Auflésen nach
dem Exponenten x verwendet. Dabei ist beispielsweise x = In(2) = 0,693 der Wert
des Exponenten von e, der die Potenz 2 ergibt. Einen Naherungswert bestimmt der
Taschenrechner. Ob in diesem Zusammenhang die naturliche Logarithmusfunktion
(s.u.) thematisiert wird, hangt davon ab, ob der Lernbereich zur Integralrechnung
bereits behandelt worden ist. In diesem Fall wéare die Logarithmusfunktion bereits als
Stammfunktion der Kehrwertfunktion eingefiihrt und man kénnte daran anknipfen
und hier vertiefen. Im anderen Fall kdnnte man es hier auch zuerst bei der
Operatorvorstellung belassen und im Sinne eines Spiralcurriculums die
Funktionseigenschaften im Lernbereich zur Integralrechnung wieder aufgreifen.

2) Mithilfe dieses Operators konnen dann auch Gleichungen der Art: e3**1 = 2 in der

Form:3-x+1=In(2) = x = In@)-1 geldst werden, wobei In(2) ein fester

3
Zahlenwert ist.
3) Etwa zur hilfsmittelfreien Bildung der Ableitung ist es u.U. erforderlich, dass
Exponentialfunktionen mit einer anderen Basis als e mithilfe des nattrlichen
Logarithmus in eine e-Funktion umgewandelt werden.

Die natiirliche Logarithmusfunktion

Wie oben beschrieben, muss dieser Abschnitt nicht hier, sondern kann auch im Lernbereich
Integralrechnung behandelt werden. Hier sind unter einfachen Fallen der VerknlUpfung oder
Verkettung solche mit einer nicht zu komplexen Polynomfunktion zu verstehen.

Beispiele:

f(x)=In(e? —x), f(x) =InB-x—1) +2, f(x) =In(x?-1)
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Verkettung und Verkniipfung mit Polynomunktionen

Im Gegensatz zum gA kdnnen hier auch Quotienten von Funktionen auftreten und im
Exponenten kénnen Polynomfunktionen mit einem Grad gréfler als 1 vorkommen. Im Falle
von Quotienten von Funktionen wird nicht erwartet, dass die Quotientenfunktion hilfsmittelfrei
mit der Quotientenregel abgeleitet wird.

Beispiele zusatzlich zu den oben angegebenen Beispielen:

Ckexee ™, fG) =S logist e 20
f)=k-x-e™™, f(x) = ~ , logistisches Wachstum: f(x) = P

Angemessene Verfahren zum Ldsen von Gleichungen

Im Allgemeinen ist es angebracht, sich zuerst einen Uberblick mithilfe des oder der Graphen
der Terme zu verschaffen, um zu klaren, ob es mehrere Losungen geben kann. Das
funktioniert nur bei einem Verstandnis des Globalverhaltens, etwa mithilfe von Uberlegungen
zu moglichen Vorzeichenwechseln. Bei tieferem Verstéandnis der vorliegenden Terme kann
eine Argumentation den graphischen Uberblick ersetzen, etwa in den oben beschriebenen
Leinfachen Fallen”.

Beispiel:
0=x?+3-x+2+¢e"

Hier hat der rationale Anteil des Terms Nullstellen bei x = —2 und x = —1 und ist nach oben
geoffnet, wahrend die e-Funktion stets positiv ist. Also kann es héchstens zwei Nullstellen im
Bereich —2 < x < —1 geben. Ein numerisches Losungswerkzeug musste also mit
entsprechend verschiedenen Startwerten eingesetzt werden.

CAS GTR (jeweils unvollstandig)

-1.41537

2 o) -
A solve(x“+3 x+2+ex=0,x) nSolve[\"'+3- x+2+ex =0,x]

x=-1.78742 or x=-1.41537

nSolve(\'JH .\'+3+e'\‘=0..\'='3) "1.78742

2,4 x
A zel‘os(x +2 x+2+e ,x)

{-1.78742-1.41537} '

R
|

Die Warnung kann aufgrund obiger Voriberlegung verworfen werden.

Wenn eine Faktorisierung des Nullstellenproblems mdglich ist, bieten sich etwa beim GTR
die Polynomwerkzeuge an, um alle Lésungen zu finden. In diesem Fall sollte das Problem
durch Betrachtung der einzelnen Faktoren in mehrere einfachere Nullstellenprobleme zerlegt
werden.
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Beispiel: 0=x3-3-x+1)-e*

CAS-Losungsmoglichkeiten

GTR-L6sungsmoglichkeiten

so]ve[(,t3—3- x+ 1]- ex=0,x)
x=-1 87939 or x=0.247296 or x=153209

zems[(\' Sk 3-x+ 1]- ex,.r)

{-1.87939,0.347296,1.53209 }

nSolvellx®-3: x+1) eX=0,x 0347296 5
- B 2
nSolvellc3-3 x+1) eX=0x=-2) 187939
1.53200

nSolve( 3-3'x+1)'ex-0,x-2)

po]yRoois[ -3’—3 _\-+1__\‘]
{-1.87939,0.347296,1.53209 }

Das Gerat liefert mit jedem
Ldésungswerkzeug die vollstandigen
Lésungen.

Das Gerat liefert mit dem Lése-Befehl nur
eine von drei Loésungen. Nach Zerlegung in
die Faktoren liefert das Polynomwerkzeug
alle Lésungen.

Es sollte ein Bewusstsein daflir geschaffen werden, dass numerische und graphische
Lésungswerkzeuge bzw. -verfahren haufig nur eine Losung bestimmen, die unter
Umstanden abhangig vom Startwert ist und deshalb unvollstandig sein kann. Dieses flhrt auf
die oben beschriebene Betrachtung des Graphen zuriick.




